Bieg po Indeks — edycja XXVIII
Etap I

Matematyka — zestaw 3

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych rozwigzania nierownosci
x* +(a—5)x—2a” +2a+4<0 tworza przedziat o dtugosci wigkszej niz 6.

SzKkic rozwiazania:
Zauwazmy, ze wyroznik tego rownania jest rOwny:
A=(a-5) -4(-2a”*+2a+4)=9a">~18a+9=9(a-1)".
JA =3 |a - 1| .
Pierwiastkami rOwnania sg liczby:
_~a-5%3la-1| —(a-5)+3(a-1)
- 2 - 2
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2

czyli

W zaleznosci od tego, ktory z pierwiastkow jest wigkszy, zbiorem rozwiazan nierdwnosci
jest przedziai:( a+l;4-2a > lub przedziat < 4-2a;a+1 > (lub punkt, jezeli pierwiastek jest
podwdjny).

Dhugos¢ przedziatu (niezaleznie od sytuacji) jest rowna: |x1 — x2| = |(a +1)—-(4- 2a)| = |3a — 3| .

Przypadek |x1 —x2| > 6 zachodzi wowczas, gdy a <—1 lub a>3.

Zadanie 2. W kulg o promieniu R wpisano stozek, ktorego wysokos¢ jest rowna $rednicy
podstawy. Obliczy¢ stosunek objetosci kuli do objetosci stozka.

Szkic rozwigzania:
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunkach. Na rysunku 1 mamy dang kul¢ 1 wpisany w nig
stozek, a na rysunku 2 przekroj tych bryt plaszczyzng przechodzaca przez Srodek kuli 1
wierzchotek stozka.




Z tresci zadania wiemy, ze wysoko$¢ stozka /4 jest rowna Srednicy jego podstawy, zatem
h=2r. Dodatkowo, jezeli przez x oznaczymy odlegtos¢ srodka kuli od srodka podstawy
stozka, to h=x+R.Wigc x+R=2r,astad x=2r—-R.
Stosujac tw. Pitagorasa do trojkata AKO, mozemy zapisac:

R*=r+x7, idalej R*=r"+(2r-R)*.

Jak tatwo si¢ przekona¢, ostatnia rowno$¢ zachodzi dla »=0 (odrzucamy) lub r = ?R .

Zapisujemy wzOr na objetos¢ kuli:

4

3
oraz objetos¢ stozka:

1

V.==nr’h.
3

Z ostatniej rownosci oraz wczesniej podanych zalezno$ci mamy:

3
Vs =lnr2 2r 22757‘3 =2n[iRj =ET€R3 .
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Ostatecznie stosunek objetosci kuli do objetosci stozka wynosi:
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Zadanie 3. Obliczy¢ pole trojkata prostokatnego, ktorego wszystkie wierzcholki lezg na
paraboli y =%x2 -Xx +§ wiedzac, ze jeden z wierzcholkow trojkata znajduje si¢

w wierzchotku paraboli, a wierzchotek przy kacie prostym lezy w punkcie stycznosci danej
paraboli z prosta rownolegla do prostej y =2x-35.

Szkic rozwigzania:
Znajdujemy kolejne wierzchotki trdjkata.
Wierzchotek A jest jednocze$nie
wierzchotkiem danej paraboli. Zapisujac jej
roéwnanie w postaci

y= %( Y 1)2 +2 stwierdzamy, ze

wierzchotek ten znajduje si¢ w punkcie
A(1,2) .
Wierzchotek B jest punktem stycznosci danej
paraboli z prosta o rOwnaniu y=2x+k .
Zatem uktad rownan:

y=2x+k
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musi mie¢ doktadnie jedno rozwigzanie. ,
Przyrownujac prawe strony powyzszych -3
roOwnosci otrzymujemy:

%xz -Xx +% =2x+k , a po przeksztatceniach

x* —6x+5-2k=0 . Wyrdznik tego réwnania A=36-4(5-2k)=16+8k przyrownujemy do



zera 1 otrzymujemy k=-2. Stad po rozwigzaniu powyzszego ukladu rownan wyznaczamy
B(3.4).

Wierzchotek C wyznaczymy, jako drugi z punktow wspdlnych (pierwszym jest punkt B) danej
paraboli oraz prostej [y prostopadlej do prostej /,, 1 przechodzacej przez dany punkt B.
Latwo stwierdzi¢, ze prosta /,; ma roOwnanie y=x+1, a zatem prosta /. poszukujemy w
postaci y=-x+n. Wspotczynnik n wyznaczamy podstawiajac do rownania tej prostej
wspoétrzedne punktu B. Otrzymujemy n=7, a stad /. : y=-x+7. Rozwiazujac odpowiedni
uktad rownan otrzymujemy ostatni z wierzchotkow trojkata: C(-3,10). Stosujac odpowiedni
wzor obliczamy jeszcze dtugosci odcinkow AB i BC: |AB|=+2> +2? =242 , |BC|=4/(-6)" +67 .
Ostatecznie

Pyye =%|AB| |BC]| =%-2ﬁ-6«5=12 :

Zadanie 4. Suma trzech poczatkowych wyrazow zbieznego ciggu geometrycznego o wyrazach
dodatnich jest réwna % , natomiast suma ich odwrotno$ci wynosi % Obliczy¢ sume

wszystkich wyrazow tego ciagu.

Szkic rozwigzania:

Przez a, oznaczmy pierwszy wyraz naszego ciagu geometrycznego, natomiast przez g jego
iloraz. Mozemy wowczas zapisac:
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a+aq+taq =

Przeksztalcajac drugg rownos¢ otrzymujemy:

@ +q+1 65 a(4’+q+1) 65
—F—=—,astad ———-=—.

4qq 3 4 q 3

Wykorzystujac warunek (1) mozemy dalej zapisac:
13
15 65 . . 2
~=—, skad po przeksztatceniach otrzymujemy (a,9)" =— .

(a9) 3 25

Poniewaz szukany ciag ma mie¢ wyrazy dodatnie, zatem qa,q :% .
Podstawiajac q, :5L do réwnosci (1) otrzymamy:
q

114 B o stad 342 -10g43=0.
50 5 5 15

Rozwigzaniami ostatniego roOwnania s3: ¢ = 3 4= 3. Drugie rozwigzanie odrzucamy

poniewaz szukany cigg ma by¢ zbiezny. Ciggiem spetniajgcym warunki zadania jest zatem
. , 3 1
ciag dla ktorego: g =3 q =3

Ze wzoru S =

& obliczamy sume¢ wszystkich wyrazow naszego ciggu: S=—>—=— .
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Zadanie 5. Ze zbioru liczb {1,2,3,...,2n+ 5} losujemy trzy liczby. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
ich suma jest liczbg parzysta.

Szkic rozwigzania:

Niech 4 oznacza zdarzenie: ,,suma wylosowanych trzech liczb jest liczba parzysta”.

Zdarzenie to mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch wykluczajacych si¢ zdarzen:

A, - wszystkie trzy wylosowane liczby sg parzyste, A4, - jedna wylosowana liczba jest parzysta, dwie
— nieparzyste.

Poniewaz w podanym zbiorze liczb parzystych jest n+ 2, a nieparzystych jest n+3, to

n+2 (n+2)!
3 3N-(m-1)! (m-Dln-(n+1)(n+2) 31-2n+2)!
P(Al) = = = .
2n+5 (2n+5)! 31 (n-1)! 2n+2)-2n+3)2n+4)(2n+5)
3 31-2n+2)!
Po skroceniu wyrazow podobnych otrzymamy:
P(A4) = n(n+1) '
2(2n+3)(2n+5)
Podobnie
n+2\(n+3 n+3)
(VL) et
1 2 2-(n+D)! (n+2)(n+ D)t (n+2)(n+3) 31-(2n+2)!
P(4,)= : : ~
2n+5 (2n+5)! 20 (n+1)! 2n+2)2n+3)2n+4)(2n+5)
3 31-(2n+2)!
Po skroceniu wyrazow podobnych otrzymamy:
P(4,) = 3(n+2)(n+3) .
2(2n+3)(2n+5)

n(n+1) L 3n+)(n+3) 4n* +16n+18
22n+3)2n+5) 22n+3)2n+5) 22n+3)2n+5)

P(A)=P(4)+P(4,) =



