Bieg po Indeks — edycja XXVIII
Etap I

Matematyka — zestaw 1 z rozwiazaniami

Zadanie 1. Rozwigza¢ nier6wnos¢:
‘xz —2x—3‘<‘x2 —x+4‘.

SzKkic rozwigzania:
Zauwazmy, ze trdjmian wystepujacy po prawej stronie nieréwnosci przyjmuje wytgcznie wartosci
dodatnie. Oznacza to, ze dana nierdwnos$¢ jest rownowazna nierownosci:
‘xz —2)6—3»‘<x2 -x+4.
Aby ta nieréwno$¢ byla spelniona, muszg jednoczesnie zachodzi¢ warunki:
100 —(x* —x+4)<x*—2x-3 oraz 2°. x> —2x-3<x*—x+4.
Stad otrzymujemy:
1°. —2x* +3x-1<0 oraz 2°. —x<7.

Zbiorem rozwigzan warunku 1° jest suma przedziatlow: (—00;5) U (I;+00) , natomiast zbiorem

rozwigzan warunku 2° jest przedziat: (—7;+c0) . Ostatecznie zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest suma

przedziatow: (—7;%) U (I;+00) .
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Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite &, dla ktorych wyrazenie: 2k k+kl 8

jest liczbg catkowitg.

SzKkic rozwigzania:
Wykorzystujac dzielenie wielomianéw wyrazenie to mozemy zapisa¢ w postaci:
2
2k" +k 8=2k+3— 5 ‘
k-1 k-1
Z otrzymanego zapisu wynika, ze wyrazenie to przy catkowitym & bedzie catkowite, jezeli warto$cia
utamka % bedzie liczba calkowita.

Aby warunek ten byt spelniony liczba & —1 musi by¢ dzielnikiem liczby 5.
Mozliwe sg wigc przypadki:

1°. k—1=1 lub 2°. k—-1=5 Iub 3° k—-1=-1 lub 4°. k-1=-5.
Stad k, =2, k, =6, k=0, k,=—4.

Zadanie 3. Rozwigza¢ rOwnanie:
(x+D(x+2)(x+3)(x+4)=120.

SzKkic rozwigzania:
Zapiszmy to réwnanie kolejno w postaci:
(x+D(x+4)(x+2)(x+3)=120,

(x* +5x+4)(x* +5x+6)=120.



Przyjmujac x* +5x+4=y otrzymamy y(y+2)=120.
Otrzymane rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki: y, =10, y, =-12.
Zatem

1° x*+5x+4=10 lub 2°. x* +5x+4=-12.
Pierwsze rownanie ma dwa pierwiastki: x, =1, x, =—6. Drugie rownanie pierwiastkow nie posiada.
Ostatecznie: x, =1, x, =—6.

Zadanie 4. Obliczy¢ sume dziesieciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego, dla ktorego
a, =3 oraz a, —as; =36.

Szkic rozwigzania:

Oznaczmy prze q iloraz danego ciagu. Poniewaz a, = alq”’1 , to z podanego warunku wynika, ze

3¢% -3¢* =36, atym samym ¢* —¢* =12.

Rozwiazujac to réwnanie przez podstawienie ¢* =1, otrzymamy #*> —¢ —12 = 0 . Pierwiastkiem
rownania spelniajacym warunki zadania jest 7 =4, co oznacza, ze ¢* =4, a w konsekwencji q,= J2
oraz ¢, = 2.
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Szukana suma ma postac: S, =, 11— .
—q
Dla ciaggu geometrycznego, w ktorym a, =3 oraz g = V2 mamy:
_51-(2)" _30-32)

Sy = = =93(1++/2),
10 1_\/5 1_\/5
a dla ciagu geometrycznego, w ktorym a, =3 oraz g = 2
5, =31=¢ VD) _30-32) =93(1-+/2).

1+\/§ B 1+\/§

Zadanie 5. Dany jest trojkat ABC, ktorego boki majg dtugosci odpowiednio: 4B =13, BC =14,
AC =15 . Obliczy¢ odleglos¢ punktu przeciecia si¢ wysokosci tego trojkata od wierzchotka A.

Szkic rozwigzania: Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku mamy:

28 28

AL =—, CK =—, gdzie S oznacza pole trojkata.
B BC 4B’ pote frorka

L Na podstawie wzoru Herona otrzymujemy:
S=\p(p—a)p-b)(p—c)=~21-8-7-6=84.

Stad 4L =98 _12 cx =198
14 13

C Z trojkata prostokgtnego ACK otrzymujemy

AK =N AC* - CK* = 152—[@J :%.
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. . . . A AB ..
Z podobienstwa trojkatow AOK i ABL wynika, ze: A_Ig = L a w konsekwencji
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_AB-4AK " 13 33

AL 12
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