Bieg po Indeks — edycja XXVIII
Etap I

Matematyka — zestaw 2 z rozwiazaniami

Zadanie 1. Dla jakich warto$ci parametru k roOwnanie :
=2k +k+6=0

ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty?

Szkic rozwigzania:

Dokonujac podstawienia x* =¢ otrzymamy réwnanie kwadratowe: f(f)=t> -2kt +k +6=0, ktérego
wyréznikiem jest A =4(k*> —k—6).

Aby speliony byt warunek zadania, otrzymane réwnanie kwadratowe powinno mie¢ przynajmniej
jeden pierwiastek nieujemny. Wystarczy zatem spetnienie jednego z warunkow:

a) f(0)<0 (rownanie ma wtedy dwa pierwiastki, z ktorych jeden jest dodatni, a drugi ujemny).
Warunek zachodzi, gdy £k +6<0,czyli k<—6.
b) f(0)=0 (rownanie ma wtedy co najmniej jeden pierwiastek, wsrod nich ¢ = 0),
Warunek zachodzi, gdy k+6=0, czyli k=-6 .
/(0)>0,
¢) 1x,>0, (rownanie ma co najmniej jeden pierwiastek — wszystkie pierwiastki dodatnie).
A>0.

f£(0)>0, k+6>0, k> -6,
x,>0, < k>0, & k>0, & ke(3+w).
A>0. kK —k—620. k & (—00;-2) U (3;+00).

Uwzgledniajac wszystkie warunki: & € (—o; —6> v <3;+oo) .

Zadanie 2. Dany jest rosnacy cigg arytmetyczny, ktoérego wyrazy spetniajg warunki :
aas; =96, a,+a,=38.

Obliczy¢ sumg trzydziestu najmniejszych wyrazéw tego ciggu podzielnych przez 3.

Szkic rozwiazania:

Poniewaz a, =a, +r, a, =a, +4r oraz a, = a, + 5r, to warunki dotyczace ciggu, mozna zapisa¢ w
postaci uktadu rownan:

a,(a, +4r) =96,

{(a1 +7r)+(a, +5r)=38.

a =4,
Uktad ten, przy zatozeniu, ze ciag jest rosnacy, spetnia jedynie para: { !

Wypiszmy kilka poczatkowych wyrazoéw ciagu:
4,9,14,19,24,29,34,39,44,....



Nietrudno zauwazy¢, ze wyrazy ciagu podzielne przez 3 tworzg cigg arytmetyczny o pierwszym
wyrazie réwnym 9 i r6znicy 15.

Stad S, :wgo:m% ,

Zadanie 3. Wiadomo, ze x+ y =5 oraz x* + y° =15. Obliczyé warto$é wyrazen: 4=xy,

B=x"+y', C=x"+y".

Szkic rozwiazania:

Ze wzoru (x+y) =x>+2xy+)° otrzymujemy 2xy = (x+y)’ —(x* +y°) i tym samym:
1 1
A=xy=—| (x+y) - (x*+1%) |==(25-15)=5.
=) - = 2(25-15)

Poniewaz (x+y) =x" +3x’y+3xy° +)°, to
B=x"+y' =(x+y) —(3x’y+3x0°)=(x+ )’ =3xp(x+y)=125-15-5=50.
Podobnie (x* +y*)* =x* +2x*y” + »* 1 tym samym

C=x"+y"'=(x*+1y")Y -2x"y" =(x* +y*) —2(xp)* =225-50=175.

Zadanie 4. Ptaszczyzna przekroju stozka przechodzaca przez jego wierzchotek S, tworzy z
plaszczyzna podstawy stozka kat a = 60°. Obliczy¢ pole przekroju stozka, jezeli promien podstawy
stozka ma dhugos$¢ r =35, a wysokos$¢ stozka ma dhugosé s = 33,

Szkic rozwigzania:

Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku.
Przekrdj stozka jest trojkatem rownoramiennym,
w ktorym podstawg jest odcinek KN, a
wysokoscig — odcinek MS.

Z tréjkata prostokatnego MOS otrzymujemy:

hoo ho 33
——=sina skad MS = = =6.
MS 2 sina ?
Podobnie
thga skad MOzizﬂz?a.
MO tga 3

W tréjkacie prostokagtnym MOK mamy:

MK?* + MO* =* i tym samym MK =+r* - MO* =25-9 =+/16 = 4.
Pole przekroju:

P=2P, =MK -MS=4-6=24.



Zadanie 5. Ze zbioru liczb { 1, 2, 3,4, 5 } wybieramy losowo i niezaleznie dwie liczby p i g,
a nastepnie tworzymy rownanie x> + 2 px + ¢ = 0 . Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rownanie to:

a) ma jeden (podwojny) pierwiastek rzeczywisty,
b) nie ma pierwiastkow rzeczywistych,
¢) ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste?

SzKkic rozwiazania:

o o o Wyniki losowan mozna przedstawi¢ w postaci par
(p,q) , ktore w interpretacji geometrycznej tworza
o o o zbior punktéw kratowych przedstawionych na rysunku
obok.
o o o n(Q)=25.
Liczba pierwiastkow réwnania zalezy od wielkosci
6 616 A=4p* —4q.
Roéwnanie ma jeden pierwiastek, gdy A =0. Sytuacji
o) 'e) o) tej odpowiadaja punkty lezace na paraboli ¢ = p°.
! ! L P(A)=£=0,08.
T4 s =

Roéwnanie nie ma pierwiastkow rzeczywistych, gdy A < 0. Sytuacji tej odpowiadaja punkty lezace
powyzej paraboli g = p>.

5
P(B)=—=0,2.
&) 25

Roéwnanie ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, gdy A > 0. Sytuacji tej odpowiadaja punkty lezace
ponizej paraboli ¢ = p°.

PC)=2_072.
25



